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ΑΛΓΕΒΡΑ – τελική εξέταση          (15/09/09) 
 
 
4. ∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα:  
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α) Βρείτε τον ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα του παραπάνω συστήµατος. 
β) Βρείτε και χαρακτηρίστε τη λύση του συστήµατος. 
γ) Βρείτε µια βάση για το χώρο S των λύσεων του συστήµατος.  
δ) Ελέγξτε εάν το διάνυσµα (2,2,10,1,2) ανήκει στον S.                      (2 µονάδες) 
 
 
Απ: 
 
α) Είναι:  
 
 
 
 
 
 
 
 

β) Εποµένως θα είναι: 
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, δηλαδή το σύστηµα είναι αόριστο και, 

 
θέτοντας 

4 5x k, x m= = , παρατηρούµε ότι το σύστηµα παρουσιάζει διπαραµετρική απειρία λύσεων της  

 
µορφής:                                                                      . 
 
 

γ) Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα ( )5
1 2 3 4 5: = x , x , x , x , x∈x x� . Για να ανήκει στο χώρο S των λύσεων του 

οµογενούς συστήµατος, θα πρέπει: 
 
 
  
 
Τα                                                           παράγουν τον S, εποµένως για να αποτελούν βάση µένει να αποδειχθεί  
 
ότι είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα. Είναι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εποµένως το σύνολο { }1 2U u ,u= αποτελεί µια βάση για το χώρο S των λύσεων του οµογενούς συστήµατος. 
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δ)  
 
α΄ τρόπος 
 
Έστω Χ=(2,2,10,1,2). Θα εξετάσουµε εάν υπάρχουν c1, c2, τέτοια ώστε: 
 
 
 
 
 
 
Άρα το Χ ανήκει στον S. 
 
β΄ τρόπος 
 
Το διάνυσµα Χ περιγράφει τις τιµές των x1,x2,x3,x4,x5 (x1=2, x2=2, x3=10, x4=1, x5=2). Θα εξετάσουµε εάν το 
σύστηµα επαληθεύεται για τις τιµές αυτές. Με απλή αντικατάσταση προκύπτει ότι πράγµατι επαληθεύεται, εποµένως 
το Χ ανήκει στον S. 
 

5. Έστω η γραµµική απεικόνιση � �
3 2T : → , µε ( ) ( )T x, y, z x y z, 2x y= − + + .  

 
α) Βρείτε τον πίνακα της Τ ως προς τις standard βάσεις ( ) ( ) ( ){ }3E 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1= , ( ) ( ){ }2E 1,0 , 0,1= . 

β) Βρείτε τον πίνακα της Τ ως προς τις βάσεις ( ) ( ) ( ){ }V 1,0,0 , 1,1,0 , 1,1,1=  και ( ) ( ){ }W 1,0 , 1,1= . 

γ) ∆ίνεται το διάνυσµα x, εκφρασµένο στη standard βάση, x=(1,-1,2). Βρείτε την εικόνα του x στις  
βάσεις και των δύο προηγούµενων υποερωτηµάτων.                                 (1.5 µονάδα) 
 
Απ.: 
 
α) Αρκεί να δηµιουργήσουµε τον πίνακα                                                              . 
 
 
 
                                                               , εποµένως                             . 
 
 
 
β) Αρκεί να δηµιουργήσουµε τον πίνακα                                                             . 
 
 
 
                                                               , εποµένως                                . 
 
 
 
γ) Έστω Υ=ΑΧ η εικόνα του Χ. 
 
Ως προς τις Ε3, Ε2: 
 
                                                             . 
 
 
Ως προς τις V, W: 
 
α΄ τρόπος 
Έχοντας βρει το Υ στη βάση Ε2, αρκεί να εκφράσουµε τις συντεταγµένες του ως προς τη βάση W. 
 
Με τη γνωστή διαδικασία θα βρούµε                          , εποµένως                 . 

( ) ( )

1 2

1 2

1

1 1 2 2 1 2
1 2 2

1

2

4c c 2

1
c c 2

c 121
c u c u X c 4, 1, 4, 1, 0 c 1, , 3, 0, 1 2,2,10,1,2

4c 3c 10 c 22

c 1

c 2

− = 
 
 + =

=   
+ = ⇔ + − = ⇒ ⇒    + = =   

= 
 

= 

( ) ( ) ( )
3 2

2 2 2
E E 1 2 3E E E
A T e T e T e      =        

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2

3

T e T 1,0,0 1,2 1 1,0 2 0,1

T e T 0,1,0 1,1 1 1,0 1 0,1

T e T 0,0,1 1,0 1 1,0 0 0,1

= = = +

= = − = − +

= = = +

3 2E E

1 1 1
A

2 1 0

− 
=  
 

( ) ( ) ( )V W 1 2 3W W W
A T v T v T v      =       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2

3

T v T 1,0,0 1,2 1 1,0 2 1,1

T v T 1,1,0 0,3 3 1,0 3 1,1

T v T 1,1,1 1,3 2 1,0 3 1,1

= = = − +

= = = − +

= = = − +

V W

1 3 2
A

2 3 3

− − − 
=  
 

3 22 3
E EE E

1
1 1 1 4

Y A X 1
2 1 0 1

2

 
−    = = − =                 

4 1 1
3 1

1 0 1

     
= +     

     
W

3
Y

1

 
=    
 

4 1 0
4 1

1 0 1

      
= +      

      



ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΑΤΡΩΝ – ΤΜΗΜΑ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ 
ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΙΙ - ΕΞΑΜΗΝΟ 2Ο (ΑΚΑ∆. ΕΤΟΣ 2008-2009) 

β΄ τρόπος 
Εναλλακτικά, µπορούµε να εκφράσουµε το δοσµένο Χ στη βάση V και χρησιµοποιώντας τον πίνακα VΑW να λάβουµε 
την εικόνα του Χ απευθείας στη βάση W. Κατά τα γνωστά θα είναι:  
 
 
                                                  , δηλαδή                  , οπότε                                                                . 
 
 
 

6. Έστω ο πίνακας 
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.       

 
α) Βρείτε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του Α . 
β) Βρείτε έναν πίνακα P που να διαγωνοποιεί τον Α. 
γ) Γιατί ο διαγωνοποιηµένος πίνακας έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε τον αρχικό πίνακα Α;               (1.5 µονάδα) 
 
 
Απ.: 
 
α) Βρίσκουµε τις ιδιοτιµές του Α:  
 
 
 
 
 
Βρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα του Α: 
 
 
- Για λ1=1:  
 
 
 
 
εποµένως                              και το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 είναι το:  
 
 
 
 
- Για λ2=2:  
 
 
 
 
εποµένως                                   και το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ2 είναι το:  
 
 
 
 
- Για λ3=3:  
 
 
 
 
εποµένως                                και το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ3 είναι το:  
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β) Από τη θεωρία γνωρίζουµε ότι ο ζητούµενος πίνακας είναι εκείνος του οποίου οι στήλες είναι τα ιδιοδιανύσµατα 
του δοσµένου πίνακα Α, δηλαδή: 
 
 
 
 
 
 
Εύκολα αποδεικνύεται ότι µια διαγωνοποίηση του Α είναι η                     , όπου                                               . 
 
 
γ) Από τη θεωρία γνωρίζουµε ότι οι πίνακες ∆ και Α έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές επειδή είναι όµοιοι πίνακες. 
 
Απόδειξη:  
 
Εκµεταλλευόµενοι τις ιδιότητες των τετραγωνικών πινάκων ΡΡ-1= Ρ-1Ρ=Ι και PI=ΙΡ=Ρ, καθώς και τις ιδιότητες των 
οριζουσών det(AB)=det(A)det(B) και det(A-1)=1/det(A) έχουµε: 
 
 
 
 
 
 
∆ηλαδή οι πίνακες ∆ και Α έχουν την ίδια χαρακτηριστική εξίσωση κι εποµένως τις ίδιες ιδιοτιµές. 
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